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枯草芽孢杆菌中色噪声诱导的ComK基因表达动力学
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摘    要： 枯草芽孢杆菌（Bacillus subtilis）包含耦合的正负反馈环路，通过转录因子 ComK 的信号通路感知环

境噪声波动，因此，研究噪声强度和自关联时间诱导下 ComK 表达动力学性质能有效揭示芽孢杆菌的演化进

程。本研究观察了 ComK 表达系统中色噪声诱导蛋白质浓度转换的现象，根据诺维科夫理论和福克斯近似方

法，计算出稳态概率分布函数的近似表达式。在此基础上应用最陡下降法计算出平均首通时间的近似表达

式，分析了乘性噪声和加性噪声的强度及其自关联时间对稳态概率分布和平均首通时间的影响。结果表明，

在不同乘性噪声和加性噪声的噪声强度下，平均首通时间会随着自关联时间的增大而变小，说明噪声强度和

自关联时间会引起蛋白质浓度经历 “开”→“关”的转换。
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复杂生命过程中包含许多的生物化学反应，这些化学反应都具有潜在的随机性，在物理学中，通常用

噪声来刻画这些随机性。经典的随机动力系统往往用高斯白噪声来刻画这些随机性。事实上，虽然相比

系统自身的时间尺度而言，噪声的自关联时间很小，但是其始终恒大于零，这对系统的相变具有本质性的

影响。因此，考虑噪声源的有限关联时间诱导系统的非平衡相变是合理的，考察 ComK 基因表达系统的

动力学瞬态性质和稳态性质具有一定的探索和研究意义。

ComK 基因作为枯草芽孢杆菌种群中的看家基因，包含自激活的正反馈环以及一个通过 ComS 基因

介导的负反馈环，耦合调节 ComK 基因的表达。然而，正负反馈的耦合环路时刻受到外界噪声的刺激，形

成内外共振的表达模式，诱导 ComK 基因表达过程具有自关联时间。据报道，噪声关联强度能够诱导基

因表达系统的两种稳定状态在时间延迟下发生切换，增强其稳定性[1]；噪声和交叉关联时间对随机系统的

平稳特性有不同的影响[2]；高斯有色噪声及交叉关联时间等随机效应能影响肿瘤免疫反应对化疗系统的

稳定性，提高治疗率[3]。文献 [4] 研究了由乘性色噪声和加性色噪声共同驱动下具有强 Allee 效应和弱

Allee 效应的种群模型，对稳定和不稳定状态进行了生物学分析和解释。目前，相关文献均仅涉及色噪声

及其交叉关联时间，而对色噪声和自关联时间协同作用下对系统的动力学特性方面的研究尚未见报道。

因此，本研究观察 ComK 基因调控系统在色噪声强度和自关联时间诱导下的非平衡相变现象，着重考察

色噪声诱导下基因调节系统的瞬态和稳态变化等的动力学性质，旨在揭示不同源噪声的时间关联性对系

统稳态概率分布和平均首通时间的影响。 
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1    基因转录调节系统

在枯草芽孢杆菌（Bacillus subtilis）中，转录因子 ComK 会激活编码 DNA 摄取和重组系统的基因，会

激活自己的正反馈环，多蛋白集合物 MecA 会降解 ComK 基因的表达水平,外界刺激会激活 ComS 缩氨

酸竞争的抑制 ComK 的降解，而 ComK 的过量表达会抑制 ComS 的表达，因此，形成正负反馈环路[5 − 6]。

基于此，KARMAKAR 和 BOSE[7] 提出了 ComK 基因表达形成 ComK 蛋白的基因表达模型，该模型中

包含 ComK 转录因子及其复合物、ComK 和 ComS 的相互反馈作用和非线性作用力，其基本机制如图 1
所示。

x S根据上述模型所示的生化反应， 和 可以表示为：

dx
dt
= a+

bx2

k2
0 + x2

− x
1+ x+S

, (1)

dS
dt
=

s

1+ (x/k1)2 −
S

1+ x+S
, (2)

a b k0 k1 n

x S

式中， 为 ComK 的蛋白质合成速率， 为其降解速率， 为自激活速度， 为 ComS 激活 ComK 的速率， 为

hill 系数， 表示 ComK 浓度，s 表示 ComS 压制 ComK 的速率， 表示 ComS 浓度。
dS
dt
= 0

x

考虑到 ComS 激酶相对 ComK 具有较快的时间尺度，因此，令 ，反带入方程（1），则 ComK 的蛋

白质浓度 随时间演化的偏微分方程可表示为[8]：

dx
dt
= a+

bx2

k2
0 + x2

−
x6− k5

1(s−1)x

(1+ x)(x5+ k5
1)
, (3)

dx
dt
= f (x) = 0

f ′(xi) < 0 x1 x2 xu f ′(xu) > 0

Vx

当方程 具有 3 个实根，这时系统处于双稳状态，从图 2 可以看出，该系统包含 2 个稳态

解（ ），1 个低浓度稳定态 ( )，1 个高浓度稳定态 ( ) 和 1 个准稳定态 （ ），如图 3 所示，

可以清晰的看出该偏微分方程 (3) 所对应的确定势函数  的势井图，其中:

Vx = −
w x

−∞
f (x)dx, (4)

f (x) = a+
bx2

k2
0 + x2

−
x6− k5

1(s−1))x

(1+ x)(x5+ k5
1)

这里， 。
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图 1    枯草芽孢杆菌调控环路示意图

“→”表示激活调控，“┤”表示压制调控，虚线表示间接
的抑制， MecA 为多蛋白集合物， ComK 为转录因子，
ComS 为缩氨酸，ClpC、ClpP 为蛋白酶复合物，PComK、
PcomS 为启动子。

Fig. 1    Schematic diagram of Bacillus subtilis regulation loop
“ →”  represents  activation  regulation; “ ┤”  represents

suppression  regulation;  The  dotted  line  indicates  indirect
inhibition;  MecA  is  a  polyprotein  aggregate;  ComK  is
transcription  factor;  ComS  is  the  peptide;  ClpC  and  ClpP  are
protease complex; PComK and PcomS are promoters.
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x(t)图 2    随蛋白质浓度 变化的函数

a = 0.04 b = 0.68 s = 0.222 k0 = 0.62 k1 = 0.1参数为 ， ， ， ，
dx
dt

x(t)Fig. 2     as a function of protein concentration 

a = 0.04 b = 0.68 s = 0.222 k0 =

0.62 k1 = 0.1
The  other  parameters: , , , 
, 
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2    稳态概率分布

a b

在 KARMAKAR 和  BOSE[7] 提出的 ComK 基

因表达形成 ComK 蛋白的基因表达模型的基础上，

PAL 等[9] 在 2013 年提出了伴随着随机涨落的基本

表达模型。根据非平衡系统计算物理和随机过程

的相关知识可知，系统的随机涨落与概率函数密切

相关[10]，从理论角度出发，主方程可为任何伴随生

化反应的系统的概率行为提供建模框架，但是对于

一些复杂的网络，特别是非线性系统，要求解主方

程的概率函数是很难做到的。因此，基于这一问题，

利用概率分布与生成函数之间的关系，重构系统的

联合概率函数，推导出以其对应的福克−普朗克方

程[11]。在图 1 模型中，随机涨落在蛋白质的合成率

和降解率 上均有影响，考虑这些因素，引入 Gauss
a = a+η(t) b = b+ε(t)色噪声，即 和 ，则方程（3）重写为朗之万方程：

dx
dt
= a+

bx2

k2
0 + x2

−
x6− k5

1(s−1))x

(1+ x)(x5+ k5
1)
+

bx2

k2
0 + x2

ε(t)+η(t), (5)

f (x) = a+
bx2

k2
0 + x2

−
x6− k5

1(s−1))x

(1+ x)(x5+ k5
1)

g1(x) = bx2

k2
0+x2 g2(x) = 1其中，取 ， ， ，

则方程（5）具有一般随机动力学机制对应的 Langevin 方程：
dx
dt
= f (x)+g1(x)ε(t)+g2(x)η(t), (6)

ε(t) η(t)和 分别是 Gauss 乘性色噪声和 Gauss 加性色噪声，它们具有以下所示的统计性质：
⟨ε(t)⟩ = ⟨η(t)⟩ = 0,⟨

ε(t)ε
(
t′
)⟩
=

D
τ1

exp
(
−|t− t′|
τ1

)
,

⟨
η(t)η

(
t′
)⟩
=
α

τ2
exp

(
−|t− t′|
τ2

)
, (7)

D α τ1 τ2式中， 和 分别为有色乘性以及加性噪声强度， 、 是分别为其自关联时间。

x x ⩾ 0 p(x, t) x

t p(x, t)

因为蛋白质浓度 是一个不可能小于 0 的值，所以有 ，这里 用来表示动态蛋白质浓度 在时

刻 的概率分布函数，因此，朗之万方程（5）对应的 的近似福克−普朗克方程可以应用 Novikov 定理[12]

和 Fox 近似方法[13] 推导出，即概率分布随时间的演化方程为[14]：

∂p(x, t)
∂t

= − ∂
∂x

A(x)p(x, t)+
∂2

∂x2 B(x, t)p(x, t), (8)

A(x) = a+
bx2

k2
0 + x2

−
x6− k5

1(s−1))x

(1+ x)(x5+ k5
1)
+

Dx
1−τ1C1

其中， ，

B(x) =
D

1−τ1C1

bx4

(k2
0 + x2)2 +

α

1−τ2C2

C1 = f ′(xs)−
g′1(xs)
g1(xs)

f (xs),

C2 = f ′(xs),
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V(x) x(t)图 3    随蛋白质浓度 变化的函数

a = 0.04 b = 0.68 s = 0.222 k0 = 0.62 k1 = 0.1
x1 = 0.06 xu = 0.64 x2 = 1.89

参数为 ， ， ， ， ，
， ，

V(x) x(t)Fig. 3     as a function of protein concentration 
a = 0.04 b = 0.68 s = 0.222 k0 =

0.62 k1 = 0.1 x1 = 0.06 xu = 0.64 x2 = 1.89
The  other  parameters: , , , 
, , , , 
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xs = x2这里  由方程（3）得到，在定态情况下求解方程（8），可以得到其定态概率分布函数为

Pst(x) =
N

B(x)
exp

(w x

−∞
A(y)
B(y)

dy
)
, (9)

可化简为

Pst(x) =
N
√

B(x)
exp

(
−U(x)

D

)
, (10)

式中：

N 为归一化常数，

U(x) = −D
w x

−∞
f (y)
B(y)

dy有效势函数 。

为了研究色噪声强度和自关联时间对概率分布函数影响，根据有效势函数方程（10）所表达的稳态概

率分布函数在基因转录调节系统中的解析式[15]，对方程（10）进行数值计算，在其他参数固定的情况下，做

出了不同噪声强度和不同自关联时间的对蛋白质浓度影响的伪三维图，如图 4（a） 和 5（a）所示，其中，红

色区域内均表示该系统处于双稳状态。其他区域表示该系统处于单稳状态，结果表明，系统的稳定性随

噪声强度和自关联时间的变化在稳定和不稳定之间变化随着时间的变化，会出现噪声削弱稳定性的现

象。为方便讨论，记基因处于高水平表达状态为“on” 状态，反之称为“off ”状态。

D

α

图 4（b）、5（b）给出了概率分布函数不同取值的噪声强度和自关联时间的变化曲线，从 4（b）可以看

出，随着自关联时间的增大，乘性噪声 越大，蛋白质高浓度态逐渐变低，最后消失只剩低浓度态，这说明

蛋白质处于失活状态。从图 5（b）可以看出，随着自关联时间的增大，加性噪声 越大，蛋白质高浓度态逐

渐变低，最后消失只剩低浓度态，即蛋白质处于“off ”的状态。

x(t)

为了验证方程 (5) 近似理论解的正确性，进行数值模拟是非常有必要的，应用欧拉算法模拟了朗之万

方程 (5) 和方程 (7)，图 4（a）和 5（a）给出了在不同噪声强度和自关联时间下对蛋白质浓度 的时间序列

对概率分布函数的影响变化，如图 4（b）和 5（b）所示，对比近似的理论解和数值模拟得到模拟解，可以看

出两个方法的结果基本一致，这就意味着经过考虑噪声强度和噪声的自关联时间来计算该模型对应的福

克-普朗克方程得到的理论解是可信的。综合上述，内外噪声强度和其各自关联时间增大，会导致一个稳

态随机地失去稳态性，切换到另一个稳定状态，实现状态的切换。因此，得出内外噪声强度和它们的自关

联时间可以诱导基因的切换现象，换句话说，可以将噪声强度和自关联时间作为控制基因网络开关切换

的参数。 
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Pst(x) t1图 4    （a）：蛋白质浓度在噪声强度和自关联时间下的伪三维图；（b）：概率分布函数  作为自关联时间  的函数

a = 0.04 b = 0.68 s = 0.222 k0 = 0.62 k1 = 0.1其他参数： ， ， ， ， 。

Pst(x) t1
Fig. 4    (a):  Pseudo  -  3D  diagram of  protein  concentration  at  the  noise  intensity  and  autocorrelation  time;  (b):  The  probability

distribution function  is used as a function of the autocorrelation time 
a = 0.04 b = 0.68 s = 0.222 k0 = 0.62 k1 = 0.1The other parameters: , , , , .
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3    平均首通时间

双稳系统中噪声会影响两稳态间的相互转化，即系统从一个稳态在外力作用下出发穿越势垒

∆V(x)进入另一个稳态的变化，如图 6 所示，为得到

一个两态间转化的确定时间值，通常用统计的方

法[16]，直接考察平均首通时间 (MFPT)，可把平均首

通时间的精确表达式写成：

T (x1→ x2) =
w x2

x1

dx
B(x)Pst(x)

w x

0
P(y)dy =

2π
√
|V′′ (xu)V ′′ (x1)|

×

exp
(

U (xu)−U (x1)
D

)
, (11)

α D

但方程（11）特别复杂，用一般方法很难处理，

因此，在绝热消磁近似的条件下，应用最快下降

法[17 − 18]，在加性噪声强度 和乘性噪声强度 远小

∆V(x)于势垒  时，利用 MFPT 的定义和最速下降法可以得到：

T12 =
2π

√
|V′′ (xu)V′′ (x1)|

× exp
(

U (xu)−U (x1)
D

)
, (12)

Vx = −
w x

−∞
a+

bx2

k2
0 + x2

−
x6− k5

1(s−1))x

(1+ x)(x5+ k5
1)

dx其中，

U(x) = −D
w x

−∞
f (y)
B(y)

dy

f (x) = a+
bx2

k2
0 + x2

−
x6− k5

1(s−1))x

(1+ x)(x5+ k5
1)

B(x) =
D

1−τ1C1

bx4

(k2
0 + x2)2 +

α

1−τ2C2

D t1 T12 x1 x2

t1 α

在基因表达系统中，跃迁是动力学特性中的瞬态性质，而这种瞬态性质常用平均首通时间来刻画，

图 7（a）给出了在乘性噪声 的自关联时间 下平均首通时间 （off 态 跃迁到 on 态 ）的函数图像，在

不同乘性噪声强度下，MFPT 会随着 的增大呈现出单调递减的趋势，图 7（b）给出了在加性噪声  的自关
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Fig. 5    (a):  Pseudo -  3D diagram of  protein  concentration at  the  noise  intensity  and auto  correlation time;  (b):  The probability

distribution function  is used as a function of the autocorrelation time 
a = 0.04 b = 0.68 s = 0.222 k0 = 0.62 k1 = 0.1The other parameters: , , , , .
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Fig. 6    The change of the steady state of the system under the
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t2 T12 x1 x2

t2 t1 t2

联时间 下平均首通时间 （（off 态 跃迁到 on 态 ）的函数图像，在不同加性噪声强度下，MFPT 会随

着 的增大呈现出单调递减的趋势，这说明，随着自关联时间 和 的增大，噪声强度越大，蛋白质浓度从

低浓度态转向高浓度态所需要的时间越少，即从“off ”状态到“on”的转换变得越容易，即加速了状态之间

的转化，换句话说，自关联时间会削弱高蛋白质浓度态的稳定性。 

4    结　论

本研究应用诺维科夫理论和福克斯近似方法给出 ComK 基因表达系统中稳态概率分布函数的近似

表达式，分析了色噪声诱导蛋白质浓度转换的现象以及该系统动力学特性中的瞬态性质，通过分析可以

得到以下结论：噪声强度及其自关联时间的变化会影响概率分布函数曲线的峰值位置、峰值个数的变化，

即噪声强度及其自关联时间确定会影响系统发生相变。在不同乘性噪声和加性噪声的噪声强度下，随着

自关联时间的增大，蛋白质从低浓度态跃迁至高浓度态所需时间减少，加速了状态之间的转化，说明噪声

强度和自关联时间会引起蛋白质的浓度经历了“开”→“关”的转换，即自关联时间在一定程度上会削弱蛋

白质浓度态的稳定性，表明不同源噪声的自关联时间能诱导 ComK 基因在各种表型状态之间切换，提高

其生存概率。通过分析影响基因调节系统中蛋白质浓度转化的因素和噪声强度对系统的影响，发现蛋白

质浓度转化的一般规律和噪声强度及自关联时间的大小对系统产生的影响。本研究为基因方面的药理

学研究提供了一定的理论方法。
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Kinetics of ComK Gene Expression Induced by Colored
Noises in Bacillus subtilis

CHEN Leiyan1,   LIU Peijiang2,   WANG Haohua1,3

（1. School of Sciences, Hainan University, Haikou 570228; 2. School of Statistics and Mathematics, Guangdong University of Finance and Economics,
Guangzhou, Guangdong 510642; 3. Ministry of Education Key Laboratory for Genetics & Germplasm Enhancement of Tropical Specialty Forest and

Flowers and Plants, Haikou, Hainan 570228, China.）

Abstract：Bacillus  subtilis contains  coupled  positive  and  negative  feedback  loops  and  senses  environmental
noise  fluctuations  through  the  signaling  pathway  of  transcription  factor ComK.  Therefore,  a  study  on  the
dynamics  of ComK expression  induced  by  noise  intensity  and  autocorrelation  time can  effectively  reveal  the
evolutionary process of B. subtilis. An attempt was made to analyze the phenomenon of protein concentration
conversion  induced  by  color  noise  in ComK expression  system.  According  to  Novikov  theory  and  Fox
approximation method, the approximate expression of the steady-state probability distribution function is given,
and  the  approximate  expression  of  the  mean  first  passage  time  is  calculated  by  using  the  steepest  descent
method. The effects of the noise intensity and the autocorrelation time of the multiplicative noise and additive
noise on the steady-state probability distribution and the mean first passage time are analyzed. The results show
that  under  different  noise  intensities  of  multiplicative  noise  and  additive  noise,  the  mean  first  passage  time
decreases with the increase of autocorrelation time, which indicates that the noise intensity and autocorrelation
time will cause the protein concentration to go through the transition from “on” to “off ”.
Keywords：gene transcription regulation system；color noises；mean first passage time
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